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Watkins PuBert die Vermutung, da8 bis auf den Petersenschen Graphen 
G(5.2) alle sogenannten verallgemeinerten Petersenschen Graphen G(n, k) eine 
Tait-Flrbung besitzen. Hier wird gezeigt, daR filr ungerades k und n > 2k + 1 
alle G(n, k) eine Tait-Flrbung besitzen. Aus den S&en 1 und 2 folgt, daD fiir 
festes k hiichstens {(6ka - %)f} (also endlich viele) G(n, k) existieren, denen 
mit Hilfe der angegebenen Methoden keine Tait-F&bung nachgewiesen werden 
kann. 
In der zitierten Arbeit werden sogenannte verallgemeinerte Petersensche 
Graphen G(n, k) betrachtet, das sind kubische Graphen mit 2n Knoten- 
punkten u,, , u1 ,..., u,-~ , U, , o1 ,..., u,-~ und 3n Kanten [ui , ui+,] (“SiuBere 
Felge”), [ui , ZJ~+~] (“innere Felge”), [ui , ui] (“Speichen”) (i = 0, l,..., n - 1; 
alle Indizes sind mod IZ zu nehmen). 
Watkins 5iul3ert die Vermutung, daB bis auf den Petersenschen Graphen 
G(5,2) selbst alle G(n, k) eine Tait-FBrbung besitzen (d.h. dal3 ihre Kanten 
so mit 3 Farben versehen werden kannen, daD mit keinem Knotenpunkt 
zwei Kanten gleicher Farbe inzidieren). In der zitierten Arbeit wird das 
Problem reduziert auf den Fall, da13 II ungerade und k teilerfremd zu n ist. 
Auch in diesem Fall kijnnen durch Kongruenzbeziehungen zwischen n 
und k gewisse Klassen von Graphen G(n, k) angegeben werden, die eine 
Tait-FBrbung besitzen.l Hier sei erglnzend eine weitere derartige Klasse 
angegeben (Satz 2). Weiter zeigen wir, da13 fiir ungerades k mit 
*A Theorem on Tait Colorings with an Application to the Generalized Petersen 
Graphs, J. Combinatorial Theory 6 (1969), 152-164. 
+ Fiir Anregungen, die zum Entstehen dieser Note beitrugen, danken wir Herrn 
Prof. H. Sachs. 
1 Watkins beweist: 1st n = -1 (mod 2k) oder k ungerade und n = 1 (mod UC), so 
bezitzt G(n, k) eine Tait-F&bung. 
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G(n, k) eine Tait-Farbung be&t; fiir gerades k geben wir eine weitere 
Klasse von Tait-farbbaren G(n, k) an (Satz 1). 
SATZ 1. Es seien n und k (0 < k < n) zwei natiirliche Zahlen, n sei 
ungerade. Ist dann 
n>2k+l (1) 
fur ungerades k oder gibt es eine Darstellung von n in der Form 
n = (w(3k + 1) + /3(2k) (2) 
fiir gerades k mit 01 E { 1, 2 ,.., }, j? E (0, l,... }, so besitzt G(n, k) eine Tait- 
Farbung. 
Bemerkung. Bei geradem k ist die Darstellung (2) fur alle 
n > 3k(2k - 1) + 1 = 6k2 - 3k + 1 mijglich. Flir festes k gibt es also 
hiichstens endlich viele G(n, k), denen auf diese Weise keine Tait-Farbung 
nachgewiesen werden kann. 1st k = 2 und n > 7, so besitzen alle 
G(n, k) eine Tait-Farbung. 
Beweis von Satz 1. Der Leser liberzeugt sich leicht, daD fur alle 
n > 2k + 1 und ungerades k eine Darstellung der Form 
n = [W - 1) + PI + y(W (1’) 
mit /3 E (3, 5,..., 2k + l}, y E (0, l,...} miiglich ist (fur n = 2k + 1 
ist /I = 3, y = 0). Wir werden fiir ungerades k den durch die 4k 
Knotenpunkte uO, u1 ,..., nZK-i , v,, , v1 ,..., vZkP1 aufgespannten Teil- 
graphen GLk von G(n, k) und den durch die 2m = 2[2(k - 1) + /3] 
Knotenpunkte u0 , u1 ,..., u,-~ , v0 , vi ,..., v,-~ aufgespannten Teilgraphen 
Gh, von G(n, k) betrachten (fur gerades k betrachten wir analog einen 
Teilgraphen GkI, von G(n, k) und einen Teilgraphen Gj,,, von G(n, k)). 
Es zeigt sich, dal3 jeder von ihnen einen quadratischen Faktor besitzt, 
der nur Kreise gerader Lange enthalt. Da G(n, k) wegen (1’) (bzw. (2)) 
genau 01 zu Gk und y zu Gh, (bzw. 01 zu Gh,+r und /I zu G!& isomorphe 
zueinander fremde Teilgraphen enthalt (derart, daB die Knotenpunkt- 
mengen der Gk und Gi, (bzw. GL,,, und GLK) eine Zerlegung der Knoten- 
punktmenge von G(n, k) bilden), besitzt such G(n, k) einen solchen 
quadratischen Faktor, zerfallt also in drei Linearfaktoren. Das bedeutet 
aber, dal3 G(n, k) eine Tait-Farbung besitzt. 




1. Wir betrachten Gk (Abb. 1). Die Kanten 
bi , Ui+rcl (i = 0, I,..., k + 13 - 3), 
b4 , %+I1 (j=O,2 ,..., k-3;k+j3-l,k+p+I ,..., 2(k-1)+/f?-2), 
b4 7 %+,I (I = k - 1, k ,..., k + fi - 3), 
b, 7 %I (r = 0, l,..., k-l;k+/3-2,k+/3-1,...,2(k-l)+j3-1) 
bilden einen quadratischen Faktor von Gk . Wir ordnen jedem Knoten- 
punkt eine Signatur u zu: 
a(q) = 1’:: 
fur i gerade, 
fiir i ungerade, 
44) = t 
fl, fiir i ungerade, 
-1 9 fiir i gerade. 
Jede Kante von G& verbindet zwei Knotenpunkte verschiedener Signa- 
turen. Daraus folgt, da13 Gk ein paarer Graph ist, d.h. jeder Kreis von 
Gk gerade Lange hat. 
2. Im Graphen G& bilden die Kanten 
cvi , %+7cl (i = 0, l,..., k - l), 
b4 2 %+,I (j = 0, 2 ,..., 2k - 2), 
bl , %I (I = 0, l,..., 2k - 1) 
einen quadratischen Faktor (Abb. 2). 




Jedem Knotenpunkt ordnen wir wie in 1. eine Signatur zu. Auch G& 
erweist sich als paar, jeder Kreis von G& hat eine gerade Lange. 
3. G,, sei der durch die 6k + 2 Knotenpunkte u,, , u1 ,..., u,, , 
00 , 01 ,*-*, %k aufgespannte Teilgraph von G(n, k) (k gerade). Die Kanten 
[Vi , &+k] (i = 0, I,..., 2k), 
1% > %,I1 (j = 0, 2,..., k - 2; 2k + 1, 2k + 3 ,..., 3k - l), 
b z 3 uz+1 1 (1 = k, k + l,..., 2k - l), 
br 9 %I (r = 0, l,..., k; 2k, 2k + l,..., 3k) 
bilden einen quadratischen Faktor F von G;,+1 (Abb. 3). 
Wir ordnen jedem Knotenpunkt eine Signatur u (a = 1 oder u = -1) 
ZU: 
r 
fl, fur i = 0,2 ,..., k - 2; k + 1, k + 3 ,..., 2k - 1; 
a(uJ = 2k $ 2, 2k + 4 ,..., 3k, 
-1 sonst, 
44) # 4%). 
Jede Kante von F verbindet zwei Knotenpunkte verschiedener Signaturen. 
Fist also paar, jeder Kreis von F hat gerade Lange. 
4. Der Graph Gik sei der durch die 4k Knotenpunkte u. , u1 ,..., U!-&-I , 
a0 , a1 ,..., aZkeI aufgespannte Teilgraph von G(n, k) (k gerade) (Abb. 4). 
G;1, besitzt einen quadratischen Faktor, der aus den k/2 Kreisen der 
Lange 8 der Form 
b2z 7 %z 9 u 2Z+l > v2Z+1> u2Z+k+19 U2Z+k+l, U2Z+k 2 V2Z+k 3 v2zl 
(0 f I < (k - 2)/2) besteht. 







SATZ 2. Es seien n und k (0 < k < n) zwei natiirliche teilerfremde 
Zahlen, m sei diejenige natiirliche Zahl zwischen 1 und n, die der Bedingung 
mk = 1 (mod n) (3) 
geniigt. 1st dann m gerade, so besitzt G(n, k) eine Tait-Ftirbung. 
Beweis. Wir fkben zunkhst die Kanten von G(n, k) mit den drei 
Farben OL, /3, y (provisorisch) auf folgende Weise (Abb. 5). Zuerst fgrben 
wir, beginnend mit der Kante [u,, , Q], die ersten n - 1 Kanten der 
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inneren Felge alternierend mit den Farben 01 und /3. Hierbei erhalten 
offenbar die Farbe (II die Kanten [aZrk , v(~~+~)~] (0 < 2r 9 n - 3). Der 









Nun erhalten die Speichen [a,, , u 0 ] und [u,-~ , u,J die Farben /3 bzw. 01, 
alle tibrigen Speichen [ui , ui] (i # 0, n - k) die Farbe y. 
Die Kanten der ZuDeren Felge farben wir nun, beginnend mit [u, , ul], 
alternierend mit den Farben 01 und /3. Es inzidieren mit ZQ, und r&-k jeweils 
zwei Kanten der Farbe Q: (weil II ungerade ist und die Speiche [a,&, r&-k] 
die Farbe 01 hat), wahrend in allen anderen Knotenpunkten drei Kanten 
verschiedener Farben zusammentreffen. 
Bei der angegebenen F&bung erhalt die Kante [r&-k, &+I] die 
Farbe 01. 
Wir betrachten nun den Weg W = [t&-k, un-k-l , on.-k-l, vnel, unwl, u,] 
W ist genau dann alternierend in den Farben 01 und y, wenn die Kante 
b&-k-l , k-1 ] bei der Farbung der inneren Felge die Farbe 01 erhalten hat, 
d.h. von der Form [r&k , V(Z,.+I)k] (0 < 2r < n - 3) ist, und das ist genau 
dann der Fall, wenn v,-~-~ = VZ,.k, d.h. wenn 
[n - (2r + I)] k = 1 (mod n) (4) 
ist. Unter der Bedingung (4) ist W alternierend, und durch Vertauschen 
der Farben 01 und y l&rings W erhalten wir eine Tait-Farbung von G(n, k). 
Gibt es also ein I (1 < r < (n - 3)/2), so da13 m = n - (2r + 1) die 
Liisung der Kongruenz (3) ist, so ist der Weg W in G(n, k) alternierend, 
und damit G(n, k) Tait-farbbar. 
Falls die Bedingungen des Satzes 3 nicht erfi.illt sind, ist es miiglich, 
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auf iihnliche Weise die Punkte u,, und u,-~ verbindende Wege der Lange 
>5 zu untersuchen. Das fiihrt zu weiteren hinreichenden Bedingungen 
in Form von Kongruenzbeziehungen zwischen n und k, die eine Tait- 
Farbung des Graphen G(n, k) sichern. Diese sind jedoch wenig tiber- 
sichtlich und sollen deshalb hier nicht weiter verfolgt werden. 
Bemerkung. Durch Satz 2 wird der Halfte aller G(n, k) mit 
2k + 1 < n < 6k2 - 3k f 1 
eine Tait-F&bung nachgewiesen. Da nur ungerade YE betrachtet werden, 
verbleiben fur festes gerades k hijchstens {(6k2 - 5k)/4) ({x} sei die 
kleinste ganze Zahl, die x enthalt) G(n, k), denen mit Hilfe der ange- 
gebenen Methoden keine Tait-Farbung nachgewiesen werden kann. Da 
die Graphen G(n, k) und G(n, n - k) isomorph sind, gentigt es, n > 2k + 1 
zu betrachten. 
